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摘　 要:
 

由于实际环境的复杂性和测量技术的有限,图像采集过程中常常会发生像素值缺失现象,这将严重影响图像分割结

果。 针对像素缺失的图像,引入非负潜在因子模型,运用拉格朗日乘子法与正则化相结合的方法,利用已知信息对残缺的图

像进行有效修补。 运用改进后的二维大津法(Two
 

dimensions
 

OTSU)对修补后的图像进行分割:首先,运用最大熵原理求取

图像灰度平均值的阈值,在分割对象和背景的同时尽量提取边缘信息;其次,基于所得的灰度平均值阈值,运用二维大津法求

取阈值组,进而对图像进行分割。 最后,在 MNIST 和 FashionMNIST 数据集上进行了对比实验。 实验结果表明,改进算法与

其他算法相比具有缺失值填补准确、分割性能优良、抗噪能力强等优点。
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Abstract:
 

Due
 

to
 

the
 

complexity
 

of
 

the
 

actual
 

environment
 

and
 

the
 

limitation
 

of
 

measurement
 

technology,
 

pixel
 

value
 

loss
 

often
 

occurs
 

during
 

the
 

image
 

acquisition
 

process,
 

which
 

will
 

seriously
 

affect
 

the
 

image
 

segmentation
 

results.
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

non -
negative

 

latent
 

factor
 

model
 

is
 

proposed
 

to
 

impute
 

the
 

missing
 

information
 

based
 

on
 

the
 

known
 

information
 

in
 

terms
 

of
 

the
 

Lagrange
 

multiplier
 

method
 

and
 

the
 

regularization
 

method.
 

Then,
 

after
 

image
 

imputation,
 

an
 

improved
 

two-dimensional
 

OTSU
 

method
 

is
 

developed
 

to
 

segment
 

the
 

complete
 

image.
 

This
 

method
 

includes
 

the
 

following
 

two
 

steps:
 

firstly,
 

the
 

maximum
 

entropy
 

methodology
 

is
 

used
 

to
 

calculate
 

the
 

threshold
 

of
 

the
 

average
 

gray- scale
 

of
 

the
 

image,
 

which
 

greatly
 

extracts
 

the
 

margin
 

when
 

fulfilling
 

the
 

image
 

segmentation;
 

secondly,
 

based
 

on
 

the
 

established
 

threshold,
 

a
 

two-dimensional
 

OTSU
 

method
 

is
 

used
 

to
 

obtain
 

the
 

threshold
 

group
 

and
 

segment
 

the
 

image.
 

Finally,
 

comparative
 

experiments
 

are
 

carried
 

out
 

on
 

MNIST
 

and
 

FashionMNIST
 

datasets.
 

The
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

algorithm
 

proposed
 

in
 

this
 

paper
 

has
 

the
 

overwhelming
 

advantages
 

of
 

the
 

accurate
 

missing
 

imputation,
 

the
 

excellent
 

segmentation
 

performance,
 

and
 

the
 

good
 

resistance
 

against
 

the
 

disturbances.
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0　 引　 言

作为数字图像处理的重要组成部分,图像分

割[1]得到了广泛使用,图像的分割结果对后续研究

工作也有着很大的影响。 对于一些充斥着噪声或者

像素丢失的图像,现有多种图像分割算法很难精确

分割,导致丢失很多信息,对于模糊的边缘信息无法

分割出来,也将对后期的特征匹配或者建模产生不

利效果。 大量像素缺失的图像使图像处理的难度增

加,所以对于有缺失的图像的精确填充具有重大的

意义[2] 。 由于很难将缺失的图像填补至和原图完

全一致,只能尽可能提高还原度来降低其对后续处

理的影响,所以对于填充后的图像,分割算法的选取

就显得尤为重要。 Otsu[3] 提出了最大类间方差法,



简称 OTSU,因为其分割精度较高成为了吸引学界

关注的阈值分割算法之一。 但 OTSU 算法[4] 并没有

考虑到像素之间的关系,当图像噪声较多时,分割结

果就会较差。 而二维 OTSU 提高了抗噪能力,同时

考虑到整体像素灰度值的分布和领域像素平均灰度

值的分布。 当缺失值过多时,二维 OTSU 也无法做

到精确分割,此时需要对缺失图像进行修复,常见的

修复算法有像素生成式修复、渐进式修复、基于不规

则卷积修复[5] 、基于 Transformer 修复、基于生成式

对抗网络进行图像补全等算法[6-7] 。 为此,考虑与

最大熵算法相结合进行更加精确的图像分割。
针对上述问题,本文首先通过非负潜在因子模

型对缺失值进行估计,采用拉格朗日乘子法[8] 与正

则化结合的方法对缺失值进行填补;然后,运用二维

OTSU[9]对填补后的图像进行分割,得到最终的结果

图。 所提出的方法具有以下优点:
(1)将拉格朗日与正则化结合,防止在估计缺

失值时随迭代的增加正则化的降低。
(2)将最大熵与 OTSU 结合组成二维 OTSU,考

虑到更多的边缘信息和灰度值与背景相近的对象信

息,分割精度有所增加。

1　 缺失值填补

为了补全缺失值,众多学者做了系列研究,也相

继推出了很多相关的算法,比如贝叶斯估计、最近邻

法、线性回归、期望值最大化[10] 等算法。 但以上的

算法均有着收敛速度慢、容易陷入局部最优、没有考

虑到数据特征之间关系的缺点。 为了弥补这些劣

势,本文将对非负潜在因子模型[11] 展开研究。 非负

潜在因子模型主要是利用已知的信息构造目标函

数,再对缺失的信息进行估计和填补。 此模型充分

考虑了全局信息、特征间的关系以及数据分布情况,
因此能较准确填补缺失值。 与数据情况类似,图像

处理方面对图像的完整性要求较高,但往往也不能

避免图像残缺、像素丢失等问题发生,此时就需要对

图像进行修复,因此本文对非负潜在因子模型进行

改进,使图像信息较为完整。
1. 1　 潜在因子模型

潜在因子模型多用于推荐算法中,用户的喜好

取决于有限的潜在因子。 假设用户的潜在因子矩阵

为 Q, 其维度为 i, 其中的每一维向量表示用户对该

项目对应因子归属度的兴趣程度。 项目的潜在因子

矩阵为 P, 其维度为 u, 其中的每一维向量表示对应

因子的归属程度,设用户对项目的喜欢程度为 R,

则其维度为 i × u, 得到公式如下:
R = QPT (1)

　 　 即目标函数为:

l =min
P,Q

∑
Rui∈X

(Rui -QiPT
u) 2 (2)

　 　 其中, X 表示所有样本的集合,由梯度下降法

则可求出 P 和 Q 两个矩阵的估计值。 其思路是将

评分矩阵 R 通过分解,而后用低阶矩阵来逼近评分

矩阵,逼近的目标为评分矩阵和预测矩阵之间的差

值平方和最小。
1. 2　 非负潜在因子模型与拉格朗日乘子法

潜在因子模型是一种机器学习的方法,将高维

数据映射到低维数据中,获取其潜在因子,获得数据

特征,从而精确估计缺失值。 而只包含非负项的潜

在因子模型即为非负潜在因子模型,但却存在过拟

合的情况,为了防止过拟合加入了正则化项,根据式

(2)可构造如下的目标函数:

　 　 h = 1
2 ∑

Oi,
 

j∈l
((Oi,

 

j - ∑
d

k = 1
pi,

 

kqk,
 

j)
2 + m

2 ∑
n

k = 1
p2
i,

 

k +

w
2 ∑

d

k = 1
q2
k,

 

j) (3)

其中, Oi,
 

j 表示目标稀疏矩阵 RN×S 的项,这里

∀i ∈ N,
 

j ∈ S,k ∈ {1,2,…,d},pi,
 

k ≥ 0,qk,
 

j ≥ 0,
 

l 为 RN×S 中的已知集合; pi,
 

k 和 qk,
 

j 分别为 P 和 Q中

的项; m 和 w 分别表示 pi,
 

k 和 qk,
 

j 的学习率。 为求

出式(3),本文采用拉格朗日乘子法,在很多文献中

提出用梯度下降法,批量梯度下降法又包括批量梯

度下降(Batch
 

Gradient
 

Descent,BGD) [12-13] 、随机梯

度下降( Stochastic
 

Gradient
 

Descent,SGD) [14] 、小批

量梯度下降( Mini
 

Batch
 

Gradient
 

Descent,MBGD)。
对于 BGD,每次迭代都需要计算所有样本,耗时较

长;而 SGD 的准确度会大大降低,可能会发生局部

最优的情况;而 MBGD 会太过依赖批量的选择,可
能会引起花费时间增加,参数修正速度缓慢。 所以

本文将采用拉格朗日乘子法求出式(3),其中 pi,
 

k =
ti,  

k,qk,
 

j =
 

s, 但考虑到单独的增广拉格朗日随着迭

代的增加,正则化会降低,于是将拉格朗日与正则化

项结合,称作 LARE。 计算公式具体如下:

　 h = 1
2 ∑

Oi,
 

j∈l
[(Oi,

 

j -∑
d

k =1
pi, 

kqk, 

j)
2 +∑

n

k =1
τi,

 

k(pi, 

k -
 

ri, 

k) +

∑
d

k = 1
vk,

 

j(qk,
 

j -sk,
 

j) + m
2 ∑

n

k = 1
p2
i,

 

k + w
2 ∑

d

k = 1
q2
k,

 

j]

(4)
其中, τ i,

 

k 和 vk,
 

j 取 0 ~ 1,ri,  

k 和 sk,
 

j 分别表示
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待求解变量。 通过 LARE,得:
∂h
∂p

= ∑
Oi,

 

j∈l

[(Oi,
 

j - ∑
d

k = 1
pi,kqk,

 

j)( -qk,
 

j) +

τ i,
 

j(pi,k -ri,k) + mpi,k]

∂h
∂q

= ∑
Oi,

 

j∈l

[(Oi,
 

j - ∑
d

k = 1
pi,kqk,

 

j)( -pi,k) +

ki,
 

j(qk,
 

j -sk,
 

j) + nqk,
 

j]

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(5)

使用拉格朗日乘子法,令式(4)为 0,可得:
∂h
∂p

= 0,
 

　 ∂h
∂q

= 0 (6)

　 　 由式(5)可得其更新规则为:

ri,k =pi,k -
∑
Oi,

 

j∈l

[(Oi,
 

j - ∑
d

k = 1
pi,kqk,

 

j)qk,
 

j - mpi,k]

τ i,
 

j

sk,
 

j =qk,
 

j -
∑
Oi,

 

j∈l

[(Oi,
 

j - ∑
d

k = 1
pi,kqk,

 

j)pi,k - nqk,
 

j]

ki,
 

j

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(7)
为了使缺失值填补后的图像更加完整,利用二

维 OTSU 对其进行分割,以利于将图像中对象更完

整地分割出来。
 

2　 二维 OTSU
 

由于在图像修补时很难做到完全恢复,且背景

中缺失的像素经过修补之后可能会变成对象,进而

产生错误。 为了将其视作噪声处理, 本文选用

OTSU 算法,但由于 OTSU 只考虑灰度值之间的关

系,对噪声处理相对较差,常常会造成分割错误。 所

以本文对 OTSU 进行了改进,改进后不仅考虑到灰

度值之间的关系,且对图像进行滤波后求取最大熵,
组成二维 OTSU,使分割更加精确。
2. 1　 OTSU

相比于最大熵阈值分割[15-16] 、自适应阈值分

割[17] 、迭代阈值分割[18] 等算法[19] ,OTSU 算法具有

自动求得阈值、抗噪性强[20-21] 、分割精确等优点,基
本思想是求出最佳阈值,将对象和背景做最大化的

分割。 设一幅像素总数为 MN 的图像分为 L 个灰度

级, Si 为灰度级 i 的像素个数, P i 为灰度级 i 的概

率,则:

P i =
Si

MN
(8)

　 　 P i 满足 ∑
L-1

i = 0
P i = 1 且P i ≥ 0。

设 t 为分割阈值, Ga 为平均灰度值, G1( t) 和

P1( t) 分别为对象平均灰度值和概率, G2( t) 和

P2( t) 分别为背景平均灰度值和概率, δ 为类间平方

差,可得:
δ = P1( t)(G1( t) -Ga) 2 +P2( t)(G2( t) -Ga) 2 =

P1( t)P2( t)(G1( t) -G2( t)) 2 (9)
当 δ 最大时, t 即为所求阈值。

2. 2　 二维最大熵和 OTSU
 

假设一幅图像分为 L 个灰度级,大小为 MN, 则

存在 L 个灰度平均值。 与一维 OTSU 类似,设 Pgl 和

Pgd 为灰度值 g 和灰度平均值 d 组成的 (g,d) 出现

的次数和概率,则:

Pgd =
Pgl

MN
(10)

　 　 为了降低噪声对分割结果的影响以及最大化保

留图像信息,本文首先运用最大熵算法对灰度平均

值求取阈值,然后通过二维 OTSU 算法求取阈值组,
得到分割阈值。 最大熵公式如下:

H I( ) = ∑
u,v

Pgd u,v( )·logb(
1

Pgd u,v( )
) =

- ∑
u,v

Pgd(u,v)·logb(Pgd u,v( ) ) (11)

其中,∑
L-1

i = 0
Pgdi = 1,Pgdi ≥0,Pn = ∑

t

i = 0
Pgdi;b常取2;

(u,v) 表示平均灰度值。 假设阈值为 t,D 为 {0,1,
2,…,t} 的灰度分布, B为 {t + 1,t + 2,…,L - 1} 的灰

度分布,则 2 个熵分别为H(D) 和H(B), 由下式求得:

H D( ) = - ∑
t

i = 0

Pgdi

Pn
ln

Pgdi

Pn
(12)

H B( ) = - ∑
L-1

i = t+1

Pgdi

1 -Pn
ln

Pgdi

1 - Pn
(13)

　 　 定义函数 θ( t) 为 H(D) 和 H(B) 的和,则:
θ( t) = H(D) + H(B)

 

(14)
　 　 则最佳阈值为

 

:

　 　 t = argtmaxθ( t) = - ∑
t

i = 0

Pgdi

Pn
ln

Pgdi

Pn

-

∑
L-1

i = t+1

Pgdi

1 - Pn
ln

Pgdi

1 -Pn
(15)

设灰度值为 l 和灰度平均值为 d 的像素点个数

nld, 概率为 P ld, 推得公式如下:

P ld =
nld

MN
(16)

　 　 二维灰度直方图如图 1 所示。 以阈值组为 ( j,
k) 的二维矢量将图像像素分为 4 个区域,由于 A 中
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的灰度值以及平均灰度值都相对较低,所以可确定

此区域为对象,同理 B 为背景, C 和 D 为噪声。 其

中, j = t ,横轴表示图像的灰度值,纵轴表示图像的

平均灰度值。

C B

A D

L-1

k

0 L-1j
灰度值

平
均

灰
度

值

图 1　 二维灰度直方图

Fig.
 

1　 Two-dimensional
 

gray
 

histogram

　 　 则两类的概率为:

PA = ∑
j

l = 0
∑

k

d = 0
P ld

PB = ∑
L-1

l = j+1
∑
L-1

d = k+1
P ld

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

(17)

　 　 则两类的均值向量为:

uA = (uAl,uAd) T = ∑
j

l = 0
∑

k

d = 0

lP ld

PA
,

 ∑
j

l = 0
∑

k

d = 0

dP ld

PA
( )

T

uB = (uBl,uBd) T = ∑
L-1

l = j+1
∑
L-1

d = k+1

lP ld

PB
,

 ∑
L-1

l = j+1
∑
L-1

d = 0

dP ld

PB
( )

T

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(18)
　 　 图像的均值向量为:

　 u =(ul,ud) T = (∑
L-1

l = 0
∑
L-1

d = 0
lP ld,∑

L-1

l = 0
∑
L-1

d = 0
dP ld)

T
(19)

　 　 可类比一维 OTSU,得到一个类间离散测度:
　 S(j,k)= PA(uA - u)T(uA - u) +PB(uB - u)T(uB -

u) = PA[ (uAl -ul)2 + (uAd -ud)2] +
PB[(uBl -uB)2 +(uBd -ud)2] (20)

则最佳阈值满足:
S( j',k') = max

 

S( j,k) (21)
　 　 本文提出的算法流程如下所示。

输入　 像素缺失的图像

输出　 经填补后的二值化图像

1. 输入像素随机缺失的图像,读取像素矩阵,得到

Oi,
 

j, 设定迭代次数 n;

2. 通过 LARE 方法,令 ∂h
∂p

= 0, ∂h
∂q

= 0, 求得 ti,k 和

sk,
 

j, 确定更新规则;
3. for

 

i = 0
 

to
 

i = n
　 　 计算 ti,k 和 sk,

 

j, 对缺失值进行填补;

4. 得到填补后的图像 X;
5. 读取 X 的灰度值 I(x,y) 并计算平均灰度值 I(u,
v), 利用最大熵求得平均灰度值阈值 t;
6. 求得阈值组 ( j,k) ,其中 j = t;
7. if

 

I(x,y) ≥ k
 

and
 

I(u,v) ≥ j
I(x,y) = 255

else
I(x,

 

y) = 0
8. 输出二值化后的图像。

首先输入图像,对其进行缺失值处理,得到缺失

值的图片,然后运用非负潜在因子模型,通过拉格朗

日乘子法与正则化相结合进行缺失值估计,稍后进行

缺失值填补,得到了填补后的图像,再通过改进的二维

OTSU 对其进行图像分割,最后得到结果输出图像。

3　 实验结果与分析
 

为了验证本文所提出缺失值填补算法和改进的

二维 OTSU 分割算法的性能,将对 2 组图像进行不

同缺失程度的处理后再对其进行缺失值填补及图像

分割,比较不同缺失程度对分割结果的影响。 并分

别与一维 OTSU、最大熵阈值分割、自适应阈值分

割、迭代阈值得到的分割结果进行比较。
缺失程度与填补对比如图 2 所示。 图 2 中,

(a)和(d)分别为 MNIST 和 FashionMNIST 数据集的

原图以及不同的缺失程度,(b)、(e)和(c)、(f)分别

为本文算法填补以及图像处理中的金字塔插值填补

算法处理图,可以看出 MNIST 和 FashionMNIST 在缺

失到 70%时,本文算法比金字塔插值填补算法要清

晰许多。 接下来将对不同缺失程度填补后的图像进

行各种不同算法的分割对比。
　 　 各种分割算法对比如图 3 所示。 图 3 中,(a)、
(b)、 ( c) 分别是缺失程度为 30%、 50%、 70% 的

MNIST 和 FashionMNIST 数据集,每行从上到下依次

为 OTSU、迭代阈值、自适应阈值、最大熵、本文算

法。 从直观上观察,本文算法相对于其他算法有着

更加清晰的分割效果。 为了验证分割的优劣,本文

采用峰值信噪比 (PSNR) 对不同程度缺失值处理

后的结果图进行测评。 PSNR 是衡量信号失真的指

标,值越大说明失真越小,分割效果越好,其单位为

dB。 这里用到的公式如下:

MSE = 1
mn∑

n

i = 1
∑
m

j = 1
Q( i,

 

j) - I( i,
 

j) 2 (22)

PSNR = 10log10(
max2

MSE
) (23)
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原图

30%

50%

70%

(a)
 

数据集 1

30%

50%

70%

(b)
 

数据集 1 的本文算法处理结果

30%

50%

70%

(c)
 

数据集 1 的金字塔插值填补算法处理结果

原图

30%

50%

70%

(d)
 

数据集 2

30%

50%

70%

(e)
  

数据集 2 的本文算法处理结果

30%

50%

70%

(f)
 

数据集 2 的金字塔插值填补算法处理结果

图 2　 缺失程度与填补对比

Fig.
 

2　 Degree
 

of
 

absence
 

and
 

filling
 

contrast

(a)
 

数据集 1

(b)
 

数据集 2

(c)
 

数据集 3
图 3　 各种分割算法对比

Fig.
 

3　 Comparison
 

of
 

various
 

segmentation
 

algorithms

　 　 其中, MSE 表示图像的均方差; mn 表示图像的

大小; Q( i,
 

j) 表示原始图像; I( i,
 

j) 表示处理后的

图像;max 表示最大灰度值。 本文将潜在因子模型

填补缺失值的图像与分割算法结合所得的 PSNR 与

金字塔插值填补缺失值的图像与分割算法结合所得

的 PSNR 相比较,结果见表 1、表 2,加粗项为每种缺

失程度的最佳值。
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表 1　 非负潜在因子与各种分割算法结合的 PSNR
Table

 

1　 PNSR
 

obtained
 

by
 

combining
 

non-negative
 

latent
 

factors
 

with
 

various
 

algorithms

数据集 缺失率 / % OTSU 迭代阈值 自适应 最大熵 本文算法

MNIST 30 9. 347 9. 313 3. 735 9. 538 12. 039
MNIST 50 8. 120 8. 102 3. 724 7. 716 10. 116
MNIST 70 7. 110 6. 090 3. 249 7. 086 8. 558

FashionMNIST 30 13. 432 13. 433 5. 514 8. 902 17. 988
FashionMNIST 50 11. 261 8. 931 3. 423 6. 756 16. 561
FashionMNIST 70 3. 056 3. 076 2. 745 6. 792 3. 726

表 2　 金字塔插值与各种算法结合的 PNSR
Table

 

2　 PNSR
 

obtained
 

by
 

combining
 

pyramid
 

interpolation
 

with
 

various
 

algorithms

数据集 缺失率 / % OTSU 迭代阈值 自适应 最大熵 本文算法

MNIST 30 8. 246 8. 465 3. 614 9. 462 11. 246
MNIST 50 7. 450 7. 162 3. 527 7. 015 9. 562
MNIST 70 6. 371 5. 493 3. 048 6. 912 8. 079

FashionMNIST 30 12. 246 11. 552 5. 017 7. 801 16. 480
FashionMNIST 50 10. 147 7. 813 3. 405 6. 427 15. 561
FashionMNIST 70 2. 735 2. 976 2. 674 6. 392 3. 652

　 　 由表 1 可知,前 3 行为 MNIST 数据集的实验数

据,后 3 行为 FashionMNIST 的实验数据。 由表 1 中

可看出,随着缺失程度增加,
 

每种分割算法的 PSNR
都在逐渐降低。 可以得出,图像的缺失程度对于图

像处理有极大的影响。 在同一缺失程度的情况下,
本文算法的 PSNR 均大于其他的几种算法,由此得

知在分割的精确性上,本文提出的算法具有显著优

越性以及良好的普适性。 与表 2 相比,相同的分割

算法却有更高的 PSNR, 分析得出非负因子填补缺

失值还原程度更高。

4　 结束语
 

研究可知,图像缺失的情况对图像分割的精确

度造成了极大的影响,若是直接对缺失图像进行分

割,结果图将与原图相差很大,甚至会误分对象和背

景,所以在分割之前进行缺失值填补是十分必要的。
针对 MNIST 和 FashionMNIST 数据集的实验结果表

明,本文所提出的缺失值填补的算法对图像缺失处

理取得了令人满意的效果,改进的二维 OTSU 具有

分割性能好,抗噪能力强的优势。
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